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Abstract

This work shows alternatives to calibration curves that are generally expressed as régressions
[1], [2]. This is because when calibrating a measuring instrument, its results are expressed
through a table that describes the errors and uncertainties[3]. However, many times the
usage conditions of the equipment are slightly distant from the calibration conditions.
This means it is very common to measure points that were not calibrated. This is where
regressions become relevant, as they allow for interpolation at uncalibrated points within
the calibration interval [3]. However, regressions do not always pass through the calibrated
points, which in this case causes the exportation of errors through the regressed curve
not to match the measured errors. Interpolation methods [4] are rarely used in metrology,
but they are a potential alternative for exporting errors to unmeasured points without
sacrificing the errors of the measured points. This is because the curves obtained through
interpolation methods pass through all the measured points. Three interpolation methods
are presented: the Lagrange method, the Newton method, and Splines [4]. It is proposed
to compare these methods with regression curves through a case study of torque bench
calibrations [5]. Here, the technical criteria that suggest which interpolation method is
better and in which case it is convenient to decide between an interpolation case and a
regression case are defined.
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Resumen

Este trabajo muestra alternativas a las curvas de calibracion que generalmente se expresan
como regresiones [1], [2]. Esto es porque al calibrar un equipo de medicion, sus resultados
son expresados a través de una tabla en donde se describen los errores y las incertidumbres
[3]. Sin embargo, muchas veces las condiciones de uso del equipamiento, distan un poco de
las condiciones de calibracidn, esto quiere decir que es muy comun que se midan puntos
gue no fueron calibrados. Alli es dénde cobran relevancia las regresiones, que permiten
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interpolar en puntos no calibrados, dentro del intervalo de calibracién [3]. Sin embargo,
las regresiones no siempre pasan por los puntos que fueron calibrados, lo que causa en
este caso que la exportacién de errores a través de la curva regresada, no coincida con los
errores medidos. Los métodos de interpolacidn [4] son muy pocos utilizados en metrologia,
pero son una alternativa potencial para exportar los errores a puntos no medidos, sin
sacrificar los errores de los puntos medidos. Esto es porque las curvas obtenidas a través
de los métodos de interpolacidon pasan por todos los puntos medidos. Se presentan tres
métodos de interpolacién: el método de Lagrange, el método de Newton y los Splines [4].
Se propone comparar estos métodos con las curvas de regresidon a través de un caso de
calibraciones de bancadas de par torsional [5]. Aqui se definen los criterios técnicos que
sugieren cual método de interpolacion es mejor y en que caso conviene decidir entre un
caso de interpolacién y uno de regresion.

Palabras claves: Regresiones, Polinomio de Lagrange, Polinomio de Newton, Splines,
Calibracion.

1. INTRODUCCION

Se realzd un andlisis comparativo entre las técnicas de regresion y las técnicas de
interpolacion para evaluar la capacidad de adaptacidon de estos recursos para expresar la
mejor ecuacidon provenientes de un conjunto de datos de una calibraciéon. Se desarrollaron
los marcos tedricos de las regresiones simples, polindmicas, y los métodos de interpolacion
de Lagrange, Newton y Splines [4], [6]. Se abordd brevemente el teorema de unicidad y se
esclarecié porqué los métodos de Lagrange, Newton proporcionan el mismo polinomio
para el mismo conjunto de datos. Se expuso ademas el nivel de dificultad y al mismo tiempo
la eficacia del método de Splines para interpolar el conjunto de n datos con n-1 polinomios.
Finalmente, se propusieron las mejores formas de evaluar laincertidumbre a través de estos
métodos y que pudieran encajar lo mejor posible por lo propuesto en [3]. Se analizaron
los resultados de una calibracidon de una bancada de par torsional y se sugirieron posibles
desarrollos en trabajos futuros para la implementacién de diferentes métodos para deducir
curvas de calibracion citados en diferentes contextos aplicables.

2. METODO

A. Analisis de las Regresiones

Las regresiones son técnicas de modelado de datos cuyo objetivo es encontrar la mejor
relacion funcional entre una variable de interés que se quiere predecir (respuesta) [1], vy
una o mas variables que influyen en la variable de interés (predictores) [1].En este trabajo
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se abordo el analisis a partir de regresiones cuyas variables de interés se ven afectadas por
una variable influyente.

Tabla 1. Marco Tedrico de las regresiones

s Regresion simple [2] y=bo+bix+ (1)

=Z?:1J’i_biz?:1xi —y—b,F b =E§':1 %Xy -y
n e ! T, —%)7?

bo

Dande en (1):
y: Esla variable respuesta. x: Es la variable predictora. by: Es la constante de
intercepto. b;: Es la constante de inclinacion. 2 Es el error global de la regresion.
» Regresiones y = by + byx + byx? + -+ bpx* + & (2)
Polinémicas [2]

n
12
f(bg, by, by, ..., b)) = Z[}'z — (bo + byx; + bax? + - + byxf)|
=1

bgn+blzx[- +bzzx§+"-+bkz:cfk=2yf
bnzxi+blzxiz+bzzxf3+'"+bkzxiyi =zxiyi
bUfo‘—i-bleg"ﬂ—l—:“-—i-kaxfk =inky1-
Daénde en (2):

y: Es la variable respuesta. x: Es la variable predictora. f: Es la funcién de regresion para
estimacion de regresores. by, by, bs, ..., b es el grupo de constantes de la regresion.

B. Analisis de los métodos de interpolacion

Los polinomios deinterpolacidn son herramientas matematicas que se utilizan para construir
una funcidn simple, en este contexto, un polinomio, que pase exactamente por un conjunto
de puntos de datos discretos.

En el contexto de la calibracidn, si se tiene n puntos , la interpolacidon proporciona una
ecuacion P(x), que permite estimar cualquier valor x entre los puntos medidos.

Los métodos de interpolacidn se rigen por el teorema de unicidad, que explica que para n
puntos de datos, existe un Unico polinomio de grado n-1 que pasa por todos los puntos del
conjunto de datos [4].
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Tabla 2. Marco tedrico de las interpolaciones.

Polinomio de Lagrange: Como habiamos
mencionado anteriormente, a partir del
conjunto de datos, cada dato se define a

P@) = ) f@0)La, ()
k=0

través de la funcién f, entonces existe un Donde:
polinomio P(x) tal que Lok = }':c,;__x"_ .Es la base Lagrangiana del polinomio.
f(xx) = P(xy), paracadak=0,1,...n ik

Entonces el polinomio tendria la forma [4]:

Polinomio de Newton [4]: El polinomio de
Newton produce exactamente los mismos ag = flxo] = Pu(xg)
resultados que el polinomio de Lagrange, esto
es posible por el teorema de unicidad
mencionado anteriormente. Solo existe un ay = flxg Xieq] =M
Unico polinomio posible para un conjunto de X1 — X
datos que pueda describir la interpolacion i = %, Xiv1, o0 Xgsr—1, Xisre)
entre sus valores minimos y maximos. Fl%e Xip1s oo Xisr] — FIX0 Xpats ooos Xigp—1 |
Aplicando las diferencias divididas para = Yo — X;
deducir las constantes de interpolacion del Entonces: R
pp?}[:)rwg?rlrlcg ;}ibtl?:_emos la forma del polinomio By(x) = flxo] + flxo, x1](x — xo) + -

gue- + fl:xt':;le- s X1, X ) (6 — %0 (X — ) ... (x
— Xe-1

Pa() = @0+ ) @ (6= xg) - ( —Xi 1)
k=1

Splines Cubicos [4]: Un spline cubico es
una funcién que se construye a partir de una
serie de polinomios de grado 3 unidos entre
si. Esto quiere decir que el spline rompe el
problema en trozos mas pequefios. Si se
dispone de n puntos, el spline estaria
compuesto por n-1 segmentos, donde cada
segmento tiene su propia ecuacion clbica.

La forma general de los splines seria la
siguiente:

Si(x) = a; + bi(x —x) + cil(x — x)% + di(x — x;)3
S(x) = {Sll S25 wee Sﬂ—l}

C. Andlisis de la incertidumbre de las ecuaciones

Cuando se propone una curva de calibracion como el mejor modelo de los datos entregados
como resultados, esta curva de calibracidon aporta una componente de incertidumbre a la
incertidumbre combinada de la calibracion [3]. Las incertidumbres de los modelos que
provienen de las regresiones ya cuentan con una forma estadistica muy bien definida,
basadas en el error global de la naturaleza de la regresion, sin embargo el tratamiento de
las incertidumbres de las ecuaciones provenientes de algin método de interpolacién, tiene
la particularidad de que dependen de la dispersion individual de los datos medidos a la que
hay que agregar el ruido de los efectos de interpolacion. A continuacion, se detallan los
criterios a tomar en cuenta para expresar la incertidumbre de las ecuaciones (.
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Tabla 3. Andlisis de incertidumbre de las curvas regresadas o interpoladas.

Incertidumbre de la regresién simple: Depende de la dispersién entre el valor medido, n a3
y el predicho por la regresién con n-2 grados de libertad. Ugey = M
n—2

Incertidumbre de la regresion polinomica: Depende de la dispersion entre el valor (e — )2
i=1\"1 i

medido y el predicho por la regresion con n-(k+1) grados de libertad. Upey = w
n f—

Incertidumbre del polinomio de Lagrange-Newton: A diferencia de los métodos
anteriores, las ecuaciones que se originan a partir de estos polinomios no tienen
dispersiones en los puntos medidos debido a que la funcién del polinomio se define
en el mismo punto de medicion.

Incertidumbre del polinomio Spline ctibico: La expresion para la incertidumbre tiene
un alto grado de complejidad. Un spline cubico se compone por n-1 polinomios
cubicos §;(x), donde n es el nimero de puntos, cada segmento depende de un
pequefioc nimero de puntos vecinos y esta acoplado al siguiente segmento en
condiciones de continuidad. Conviene explorar metodos como Monte Carlo [7] para
evitar ignorar analiticamente potenciales relaciones no lineales.

Incertidumbre de la calibracion: La incertidumbre de la calibracion se expresa como Upgr = JUE + UZmy
la combinacion de la incertidumbre de calibracion, y la incertidumbre de la ecuacion, U = kg

culminando con su forma expandida (U) para un k=2 [3].

D. Desarrollo de los algoritmos

El desarrollo de los algoritmos de regresion y de los métodos de interpolacién se realizaron
con el software R, por la cantidad de funciones disponible para andlisis estadisticos y
métodos numéricos.

3. RESULTADOS

El caso analizado proviene de los resultados obtenidos durante la validacién del método de
calibraciones de bancadas de par torsional en el CENAMEP AIP.
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Fig.1 Bancada de par torsional.

Los resultados obtenidos durante la calibracién sen encuentran en la tabla 4. Estos
resultados al ser analizados se compararon cual de las mejores curvas de calibracién era
la mas adecuada entre una regresion simple y una regresion polindmica cubica. El mejor
ajuste se logrdé con una regresion cubica centrada en el origen de la forma

T = AT3 + BT2 + CT,,, donde T es el par que se desea predecir en la interpolacion y T,, es el par medido [5].

Tabla 4. Resultados de calibracién de la bancada de par torsional del CENAMEP AIP hasta 1000 Nm.

Puntos de Calibracion T (Nm)  Promedio T(Nm) uc (Nm)

20 20.06 0.11
50 50.08 0.07
100 100.12 0.06
200 200.16 0.09
300 300.2 0.14
400 400.25 0.16
500 500.35 0.20
600 600.47 0.21
800 800.7 0.32
1000 1001.01 0.35

Posterior a la eleccidon de la curva de ajuste de la calibracion, los resultados de esta ecuacion
se compararon con con las ecuaciones obtenidas con el polinomio de Lagrange y Splines. En
la figura 2, 3y 4, se observan los contrastes de estos resultados.
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Regresién Cubica al Origen con Incertidumbre Combinada
La franja sombreada representa la Incertidumbre Combinada de Calibracion (uc(Nm)).

1000 y=1x-T07x107 x*+865x107" x> RZ,_#1.00

750

500

250

Par Promedio Medido, T (Nm)

0 260 500 750 1000
Puntos de Calibracién, T (Nm)

Fig.2 Regresidn cubica.

Interpolacion con Polinomio de Lagrange
La curva es el P(x) y la franja es la incertidumbre propagada u_P(x).

1000 Polinomio de Lagrange (Grado 9)

Incertdumbre Propagada (4 P)- u_c (rango) [0.0545129.6] Nim
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Fig.3 Interpolacion de Lagrange [6].

Interpolacién con Splines Cubicos Naturales
La curva es el spline P(x) y |a franja es la incertidumbre u_P(x).

1000 Interpolacién con Spline Cibico Natural

Incertidumbre Propagada (u_P)- u_P*(rango): [0.0539 | 0.351] Nm
El spline se define por 9 ecuaclones cu icas por segmento.
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Fig.4 Interpolacion por Spline

Nota: La interpolacion por el método de spline requirié de 9 polinomios para llevarse a
cabo.

https://doi.org/10.33412/apanac.2025.53
Obra bajo licencia https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/ 3D




XX Congreso Nacional de Ciencia y Tecnologia - APANAC 2025

4.CONCLUSIONES

El polinomio de Lagrange muestra su tipica inestabilidad en los ultimos puntos aumentando
la incertidumbre radicalmente. Este fendmeno se da en la medida en que existan mas datos
por analizar.

La interpolacidn por spline en este contexto no tiene mucha significancia con respecto a la
regresion, computacionalmente no es eficiente, sin embargo alcanza buenos resultados. Se
propone adaptar este método de interpolacidon para un conjunto de datos que muestren
mayor dispersion.

Las regresiones son muy confiables para bajas dispersiones y también cuando se disponen
de mas datos para describir las relaciones.

Los métodos de interpolacion son muy poderosos para cuando se tienen resultados con
muy pocos datos, como se pudo observar, no hay mucha diferencia entre un método y otro
en los primeros puntos interpolados. Se propone evaluar estos resultados en calibraciones
donde se apliquen curvas de calibracion a través de regresiones con 5 datos o menos. En
estos casos es comun encontrar altas dispersiones.
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